
Uzavřené a otevřené množiny2. cvičeníMatematika 2, NMMA702, Ondřej Bouchala
Teorie:
DEFINICENechť M ⊆ Rn. Bod x ∈ M nazveme vnitřním bodem množiny M , pokud existuje
r > 0 tak, že B(x, r) ⊆M . Množinu všech vnitřních bodů značíme Int M .Dále, množina hraničních bodů množiny M je

H(M) := {x ∈ Rn : [∀r > 0 : B(x, r) ∩M 6= ∅ ∧ B(x, r) ∩ (Rnr M) 6= ∅]} .

Uzávěr množiny M je pak definován jako M := M ∪H(M).Dále pro x ∈ Rn definujme vzdálenost bodu x od množiny M jako
ρ(x, M) := inf{ρ(x, y) : y ∈M}

VĚTA (Definice uzavřené množiny)Nechť M ⊆ Rn. Následující podmínky jsou ekvivalentní:
• H(M) ⊆M

• M = M

•
({xn} ⊆M, xn → x ∈ Rn)Ñ x ∈M

• M = {x ∈ Rn : ρ(x, M) = 0}
• Rnr M je otevřená.

Splňuje-li množina M libovolnou z nich, říkáme o ní že je uzavřená.Navíc, pro M ⊆ Rn platí, že M = {x ∈ Rn : ρ(x, M) = 0}.
VĚTA (Definice otevřené množiny)Nechť M ⊆ Rn. Následující podmínky jsou ekvivalentní:
• ∀x ∈M ∃r > 0 : B(x, r) ⊆M

• Int M = M

• Rnr M je uzavřená.
Splňuje-li množina M libovolnou z nich, říkáme o ní že je otevřená.
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Příklady:
1. Nechť F ⊆ Rn je neprázdná konečná. Je pak F otevřená/uzavřená? Jak vypadá

H(F ), F a Int F?
2. U následujících množin rozhodněte, zdali jsou otevřené, zdali jsou uzavřené, a po-pište jak vypadá H(F ), F a Int F :

a) M := { 1
n : n ∈ N

}
b) M := { 1

n : n ∈ N
}
∪ {0}c) M := Nd) M := Qe) M := {[x, y] ∈ R2 : x > 0, y ≤ 0}f) M := {[x, y] ∈ R2 : x24 + y29 < 1}

g) M := {[x, y] ∈ R2 : x24 + y29 = 1}h) M := {[x, y] ∈ R2 : |x − y| = x − y
}

3. Existuje množina, která je otevřená i uzavřená?
∗ 4. Popište všechny podmnožiny Rn, které jsou otevřené i uzavřené.
∗ 5. Sierpińského těsnění je fraktál definovaný jako průnik do sebe vnořených mno-žin Si, tedy S := ⋂∞

k=1 Si, kde S1 je trojúhelník, a Sn+1 dostaneme z Sn odstraněním„prostředních otevřených trojúhelníků“. Je to vidět z obrázků (S1 až S6):

Celkem pak dostaneme množinu S:

Je S otevřená, případně uzavřená množina? Jak vypadají H(S), S a Int S?
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Výsledky:
1. F je uzavřená, není otevřená. H(F ) = F = F , Int F = ∅.
2. a) Není uzavřená ani otevřená, H(M) = M = M ∪ {0}, Int M = ∅.b) Je uzavřená, není otevřená, H(M) = M = M , Int M = ∅.c) Je uzavřená, není otevřená, H(M) = M = M , Int M = ∅.d) Není uzavřená ani otevřená, H(M) = M = R, Int M = ∅.e) Není uzavřená ani otevřená, H(M) = {[x, y] ∈ R2 : (x = 0 ∧ y ≤ 0) ∨ (y = 0 ∧ x ≥ 0)}.

M = {[x, y] ∈ R2 : x ≥ 0, y ≤ 0}. Int(M) = {[x, y] ∈ R2 : x > 0, y < 0}.f) Je otevřená, není uzavřená. H(M) = {[x, y] ∈ R2 : x24 + y29 = 1},
M = {[x, y] ∈ R2 : x24 + y29 ≤ 1}, Int(M) = M .

g) Je uzavřená, není otevřená. H(M) = M = M , Int(M) = ∅.h) M = {[x, y] ∈ R2 : x ≥ y
}. Tedy M je uzavřená, není otevřená.

H(M) = {[x, y] ∈ R2 : x = y
}, M = M , Int(M) = {[x, y] ∈ R2 : x > y

}.
3. Jediné takové podmnožiny Rn jsou ∅ a Rn.
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